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Resumen. La importancia del analisis de capacidad de procesos deriva de la
filosofia de adecuacion alos requerimientos del cliente presentes en todo proyecto
de calidad. Un proceso sera satisfactorio siempre que sus productos respondan a
los estandares fijados, ya sea por consideraciones técnicas como por exigencias
del mercado. Durante los ultimos 30 afios se ha desarrollado y estudiado una
gran variedad de indices que permiten comparar el comportamiento del proceso
con las especificaciones impuestas, aunque casi todos los avances realizados
asumen que no existen errores de medicion en los datos recolectados, hecho
que dificilmente es real en la practica. Aln el uso de instrumentos de medicion
de ultima tecnologia no garantiza la ausencia de imprecisiones. Si esto se ignora
y el sistema de medicién es inadecuado, los datos no reflejaran la realidad del
proceso y las conclusiones del analisis podrian ser equivocadas. En este trabajo
se realiza una breve resefia de los antecedentes existentes sobre el estudio de
los efectos que los errores de medida pueden causar sobre las propiedades de
los indices de capacidad de procesos y se realiza un aporte original analizando
el efecto de errores sistematicos sobre las propiedades del estimador del indice

de capacidad C,,.
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MEASUREMENT ERROR EFFECT ON PROCESS
CAPABILITY INDICES

Abstract. The importance of process capability analysis stems from the
customer satisfaction philosophy present in all quality projects. A process will
be satisfactory provided that their products meet the requirements imposed by
technical considerations as well as by market demands. Over the past 30 years
a variety of indexes has been developed to compare the process performance
with the specifications, although most of these advances assume that there are
no measurement errors in the collected data, a fact that is hardly true in practice.
Even the use of gauges of leading technology does not guarantee accurate and
precise data. If this is ignored and the measurement system is inadequate, the
data will not reflect the reality of the process, leading to wrong conclusions. This
paper presents a brief review of previous researches in the study of the effects
that measurement errors have on the properties of the process capability indexes
and an original contribution is made by analyzing the effect of systematic errors
on the properties of the estimator of the capability index C,,.
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1. Introduccion

“El consumidor es la parte mas importante de la linea productiva” es la
reconocida frase de William Edward Deming, cuyo espiritu dio origen a diversas
concepciones del término calidad. Entre otros, el autor Philip Crosby (1979)
sostiene que “calidad es cumplimiento de requisitos”, Joseph Juran (1981)
opina que ‘calidad es adecuacion al uso del cliente”, Armand Feigenbaum
(1990) sostiene que calidad es “satisfaccion de las expectativas del cliente”,
y actualmente la serie de Normas de Calidad ISO (2008) define a la calidad
como “el grado en el que un conjunto de caracteristicas inherentes cumple
con los requisitos”. Mas alla de sus diferencias, en todas ellas se reconoce la
importancia de satisfacer requisitos.

En la actualidad, esta filosofia de adecuacion a los requerimientos esta presente
en todo proyecto de control y mejora de procesos. Si se reconoce que un proceso
es una interaccion de diversos actores y tareas, combinados para obtener un
resultado determinado, resulta natural que las caracteristicas de dicho resultado
estén sujetas a una cierta variabilidad, de modo que no siempre se lograra el
nivel ideal deseado para cada una de ellas. Dada la naturalidad de este hecho
en cualquier ambito o contexto en el que se trabaje, surge de inmediato la
necesidad de controlar, o al menos cuantificar, la proporciéon de veces que el
proceso dara resultados indeseados.

Entre las diversas técnicas y procedimientos dedicados al control estadistico
de procesos, el Analisis de Capacidad ha sido desarrollado con el propdsito
particular de estudiar el comportamiento del proceso en relacion a los
requerimientos establecidos para la caracteristica de calidad de interés. Durante
los ultimos 30 afios, se ha desarrollado una amplia variedad de medidas,
denominadas indices de Capacidad de Procesos, que permiten comparar su
desempefio con las especificaciones impuestas (Kotz y Johnson, 1993; Pearn y
Kotz, 2006), siendo un requisito fundamental para su calculo que el proceso se
encuentre bajo control estadistico, ya que de esa manera producira resultados
consistentes en media y dispersion a lo largo del tiempo (Montgomery, 2005).

La “materia prima” necesaria para poder llevar a cabo un analisis de capacidad
es, como en la mayoria de los métodos estadisticos, informacion cuantitativa
sobre las variables de interés, obtenida en general mediante mediciones hechas
sobre una muestra de unidades del proceso. En cualquier actividad que implique
mediciones, una parte de la variabilidad observada sera inherente al producto o
servicio que esta siendo medido, pero otra parte sera producto de la forma en que
se realice la medicion. Por lo tanto, si logra determinarse con anterioridad que el
sistema de medicién que se utiliza es adecuado, en el sentido de no introducir
excesiva variabilidad adicional a las mediciones, se habra eliminado una posible
fuente de variacion en el resultado del proceso. De alli, la importancia que tiene
la evaluacion del sistema de medida como paso previo a su aplicacion. Si esto se
ignora y el sistema de medicion es inadecuado, los datos no reflejaran la realidad
del proceso, llevando a conclusiones equivocadas. La relevancia que tienen los
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estudios de los sistemas de medida como parte de las actividades de gestion de
la calidad es reconocida por diferentes normas de calidad internacionales, que
los incorporan como requisitos, como por ejemplo las normas ISO 9001:2015 en
su clausula 7.1.5 (ISO (2015)).

Pueden encontrarse en la bibliografia diversos trabajos dedicados al estudio de
los efectos que produce la presencia de errores de medicion al aplicar diversas
metodologias de analisis estadistico. En el contexto de calidad, el énfasis ha
estado puesto sobre el estudio de las distorsiones ocasionadas en dos de las
técnicas mas ampliamente utilizadas: la construccion de gréficos de control y el
analisis de capacidad de procesos (Mittag, 1997; Bordignon y Scagliarini, 2002;
Dianda, 2015).

En este trabajo se ha abordado el estudio de esta tematica en la linea del analisis
de capacidad de procesos univariados bajo distribuciéon normal. Se realiza una
resefia de los antecedentes existentes en cuanto al analisis de los efectos que
la presencia de errores de medicion causa sobre las propiedades de dos de los
indices de capacidad mas utilizados y difundidos, el indice C, y el indice C,,.. Se
realiza ademas un aporte original estudiando el comportamiento distribucional
del estimador del indice C,, considerando la posibilidad de que el sistema de
medicion esté afectado por errores sistematicos, situacion no tratada aun en la
literatura.

2. Sistemas de medicion

Un sistema de medicién puede definirse como un conjunto de dispositivos,
herramientas, procedimientos, personas y ambientes usados para asignar un
numero a una caracteristica que esta siendo medida en un determinado proceso
(AIAG, 2002). Cuando un sistema de medicion es considerado como un proceso,
resulta facil ver las diversas causas de variaciéon que llevan a mediciones
inexactas o poco precisas (Dianda, 2008; Pagura, Quaglino, Dianda y Lupachini,
2010). Puesto que deberan tomarse decisiones en base a tales mediciones, es
necesario comprender las causas y el alcance de la variabilidad observada. Un
sistema de medicién ideal es aquel que produce siempre mediciones correctas,
es decir, precisas y exactas.

La precisién de un sistema de medicion hace referencia a la variabilidad que
se observa ante mediciones repetidas de la misma unidad bajo las mismas
condiciones. Un sistema de medicion sera preciso si es capaz de producir los
mismos resultados cuando se mide repetidamente una misma unidad, bajo
condiciones uniformes (Gutiérrez Pulido y de la Vara Salazar (2009), Montgomery
(2009).

La exactitud del sistema se refiere a la diferencia que se observa entre el
verdadero valor de la caracteristica que se mide y el promedio de las mediciones
que se obtienen al aplicar el procedimiento de medicion. Un sistema de medicion
sera exacto si posee la habilidad de producir mediciones que, en promedio,
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coincidan con el verdadero valor de la caracteristica que se esta midiendo
(Gutiérrez Pulido y de la Vara Salazar (2009), Montgomery (2009)).

El estudio de la exactitud y la precision de un sistema de medicion permite evaluar
cuan cerca esta del sistema de medicion ideal, y dado que ambas propiedades
son de naturaleza diferente, la carencia de cada una de ellas, generara un tipo
de error diferente.

El error de medicion puede descomponerse en dos elementos: el error
sistematico, que hace referencia a la exactitud de la medicion, y el error aleatorio,
que se corresponde con la precision de la medicion. Para poder describir estas
componentes de error, es necesario distinguir entre la variable latente o real
X, que representa a los verdaderos valores de la caracteristica de calidad de
interés, y la variable empirica u observable X°, que se encuentra afectada por los
posibles errores de medicion en caso de existir.

Los errores sistematicos o constantes son aquellos que permanecen invariables
a lo largo de todo el proceso de medida y, por lo tanto, afectan a todas las
mediciones de un modo fijo definido. Ante la presencia de error sistematico la
variable observable resulta X°=X + ¢, donde c es una constante real que representa
la magnitud del sesgo del sistema de medicion, por lo que el efecto que este tipo
de error produce es un corrimiento en la media del proceso de ¢ unidades.

El error aleatorio o estocastico, en cambio, ocurre cuando las mediciones repetidas,
ya sean en un mismo sujeto o en diferentes miembros de la poblacién en estudio,
varian de manera no predecible. Bajo este tipo de error la variable empirica resulta
X°=X+V,donde Ves una variable que representa al error aleatorio que, en general,
se asume independiente de la variable de interés X y con distribuciéon normal con
media cero y variancia constante oZ, es decir V~N(0, 02).

3. Analisis de capacidad de procesos

En la mayoria de los procesos productivos el interés es asegurar que el proceso
opere de modo que los productos resultantes tengan valores de la caracteristica
de interés X que en promedio coincidan con un valor objetivo T, permitiéndoles
variar dentro de un intervalo definido por un par de limites que reciben el nombre
de limites de especificacion inferior (LIE) y superior (LSE). Los estudios de
capacidad de procesos permiten cuantificar la habilidad del proceso de operar
de acuerdo a estos requerimientos.

En muchas situaciones el valor objetivo T es el punto medio del intervalo de
especificacion, m= =55 en cuyo caso (T=m) se dice que las especificaciones
son simétricas. Bajo el supuesto que X es una variable aleatoria con distribucion
normal, con E(X)=u y Var(X)=0?, la habilidad del proceso de producir valores de
X dentro del intervalo de especificacion (LIE; LSE) depende de a) la magnitud de
o, ¥y b) de la relacién entre uy T La gran diversidad de propuestas realizadas
para los indices de capacidad varia segun la forma en la que éstos incorporan la
informacion de a) y b). En este trabajo se consideran dos de los primeros indices

definidos, C,y C,., ambos ampliamente difundidos y de muy frecuente uso.
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3.1. indices C,y C,,

El primer indice de capacidad fue definido por Kane (1986) como:

LSE — LIE
Cp=—7T-—"7"
60

(D

Este indice fue disefado para proveer una medida relativa de la magnitud de la
variacion total del proceso respecto de la variacion permitida por especificacion,
siendo deseable que éste arroje valores superiores a la unidad, ya que ello indica
que el intervalo de variacion natural del proceso es menor que la tolerancia
especificada.

Sin embargo, un aspecto desfavorable de este indice es que no toma en cuenta
ninguna informacién relativa a la posicion de la media del proceso respecto de
las especificaciones. De este modo, es posible que en un proceso se obtenga
un valor de C, superior a la unidad, aun cuando el proceso no esté localizado
estrictamente dentro del intervalo de especificacion (Pearn y Kotz (2006),
Montgomery (2009)). De esta manera, este indice s6lo mide la capacidad
potencial que tiene el proceso de cumplir con las especificaciones (Kotz y
Johnson (1993), Pearn y Kotz (2006), Montgomery (2009)).

Para salvar la mencionada deficiencia se definieron varios indices alternativos
que incluyen en su construccion medidas de divergencia respecto del centro
nominal del proceso. Un ejemplo de éstos es el indice C,,, definido de manera
que, cuando las especificaciones son simétricas, captura tanto problemas en la
variabilidad del proceso como problemas con el centrado respecto del objetivo
especificado.

Para especificaciones simétricas, el indice C,, se define como (Kane, 1986):

(2)

Co i {LSE—MM—LIE}_d—Iu—mI
pk = T 3¢ ' 3o B 30
donde la ultima igualdad se deduce de la identidad algebraica min {a,b} = +

{ (a+b) - [a+b]}y d= LELE  es|a semiamplitud del intervalo de tolerancia. De
esta expresion se desprende que C,y C,, estan funcionalmente relacionados,

pues:
d— |p-— d - —-m
Cpr = M = (1 — lu mI) =C, (1 — lu l) 3)

30 " 30 d d
Claramente se observa que C,, es siempre menor o igual a C,, coincidiendo
ambos so6lo cuando el proceso se encuentra centrado (u=m). Cualquier diferencia

entre los valores de ambos indices significara que el proceso no esta centrado.

3.2. Estimacion y propiedades distribucionales
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La estimacion del indice C,implica la estimacion del unico parametro involucrado,
o. Si se dispone de una muestra de tamaro n, simbolizada como {x,, x,,.., x }, el
estimador natural de C, es:
c, = LSE — LIE @
6s
donde s es el estimador habitual de la desviacidén estandar del proceso.
Bajo el supuesto de distribucion normal, Chou y Owen (1989) obtuvieron la

funcién de densidad del estimador Cp, cuya expresion es la siguiente:

2[Jm=D7z2c,]
I[(n—1)/2]

fe,0) = n ‘("‘—1)65] ys0 O

exp 272

A partir de ella, los mismos autores, entre otros, derivaron la expresion del
r-ésimo momento del estimador:

(n—g—l
r(*)

de donde se pueden deducir las expresiones para la esperanza y la variancia del
estimador, que resultan:

E(Cy) = ) = 1]% c (6)

(Rs2y 1
_(_2)["21] C”zicp %)

n—3 2 n—3 bg

n-—2 2
Var((fp) = n—l_n—l[r( E )l ng[n_1_<i>](;§=bf*cg (8)

P2y . _n-1 1)?

donde "I y =E_(E). Pasos algebraicos sencillos permiten comprobar
que el coeficiente de ~P en la expresién de la esperanza es mayor a uno para
todos los valores de n, de lo que se deduce que ~pes un estimador sesgado, con
sesgo positivo de modo que sobreestima al verdadero valor del indice (Figura
1(a)). No obstante, es posible demostrar que tanto el sesgo como la yariancia
del estimador tienden a cero cuando n crece (Figura 1), por lo que Cp resulta
asintéticamente insesgado y consistente en media cuadratica (Bordignon y

Scagliarini, 2002).

Figura 1: Comportamiento de: (a) el sesgo relativo y (b) el coeficiente
b *en la variancia del estimador Cp en funcién del tamafio muestral

(n).
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Por su parte, el estimador propuesto para C,, es aquel que resulta de reemplazar
en (3) a py o por sus estimadores naturales x y s obteniéndose:

R d—|lx—m| d |x — m| . |x — m|
= = (1- =C (1- 9
Cor 3s 35(1 d P d

La deduccién de la distribucion de este estimador es bastante mas compleja
que la del estimador fpy fue realizada por los autores Chou y Owen en el afio
1989, a partir de la definicion del indice dada en (2). La funcién de densidad se
expresa como:

2
3\/52 Irys, (&) paray <0
i=1

n+1 n+1
Qn1 mti»‘si: 0,R | = Qus1 mfiﬁi; O,R paray >0

donde t = —t, = 3Vny, 8 = =3VnCyy, 6, = =3VnCy, R =Vn—1(t~t)) y 9r,.5,() es la distribucion
tno centrada de n -1 grados de libertad y parametro de no-centralidad &,
Qu(t,5;0,R) = C(D f; [ (== — 6) x!~ ¢ (x) | ax siendo la constante ¢ = Zﬁ r@), o
la funcién de distribuciéon acumulada de la distribuciéon normal estandar, y ¢(x) su
densidad.

fen ) = 2 (10)

3\/52

i=1

A partir de esta expresion es facil imaginar la complejidad asociada a la obtencion
de la esperanza y variancia de C, utilizando dicha densidad. Sin embargo, las
mismas pueden ser obtenidas de manera explicita haciendo uso de la relacién
entre ¢,y ¢,dada en (3). Esto fue realizado por los mismos autores Chou y Owen
(1989), quienes encontraron que:

A 1 |d 2 _n
E(Cpi) = 30, |0 Jmn e 2 - A[1 = 20(—vnA)] (11)
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H
donde A= —, H=|u—m|y

1
2

Var(Gy) = %{(g)z () [(i) 390 4 s - 20()

o mn

2 1
AT (2

~{E(Gn))*

De (11) se deduce que Cp es un estimador sesgado de (g, siendo el sesgo
relativo:

%{d 2 3 A1 - zcb(—\/ﬁA)]} (13)

o N7n
-1

SR(Cpi) = o

Kotz y Johnson (1993) encontraron que dicho sesgo es siempre positivo
cuando p # m (H #0) mientrasquesi 4 = m (H = 0) el sesgo es positivo
para n < 10, y se vuelve negativo a medida que n crece. En ambos casos,
procesos centrados o no, el sesgo tiende a cero cuando n tiende a infinito, por lo
tanto, el estimador resulta asintéticamente insesgado (Figura 2).

Aunque no es mencionado en Kotz y Johnson (1993), se deduce que por las
mismas razones, la variancia del estimador también tiende a cero a medida
que aumenta el tamafio de muestra, tanto para procesos centrados como no
centrados. De este modo, al igual que el estimador de ), el estimador de Cpy es
también consistente en media cuadratica (De Castro, 2015).

Figura 2: Comportamiento del sesgo relativo del estimador Cpk en
funcién del tamaino de muestra (n), para procesos centrados y no
centrados.
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4. Vinculacion entre errores de medicién y capacidad de procesos

Los indices de capacidad aplicados en situaciones practicas reales pueden
verse afectados por dos fuentes de variabilidad diferentes: una debida al error
de muestreo, ya que estas medidas se calculan en base a informacién muestral,
y la otra asociada al sistema de medicion que da origen a la informacion con la
que se construyen los indices, ya que aun empleando instrumentos de medicion
de ultima tecnologia no puede garantizarse la ausencia de imprecisiones. Estos
ultimos son frecuentemente ignorados, aun cuando se ha demostrado que
la presencia de errores de medicion puede causar serias distorsiones en las
propiedades de los indices de capacidad, afectando su habilidad para describir
correctamente el estado de capacidad real del proceso.

En el afio 1997, H.L. Mittag publicé el primer trabajo sobre el efecto de los
errores de medicion sobre el comportamiento poblacional de los indices C,C,.
C Y Cm considerando la posibilidad de que los errores sean tanto aleatorios
como sistematicos.

Recordando que ante la presencia de errores de medicién sistematicos, se
observa la variable empirica X*~N(u =  + ¢,0%), en lugar de la variable latente
X~N (u,0%), se deduce que este tipo de errores no afecta al valor del indice Cp,
pero si lo hace con cualquiera de las alternativas de indices que incluyen en
su construccion al valor de la media del proceso, ya que emplearan el valor
p,en lugar del valor real u. Los errores sistematicos produciran un efecto de
traslacion en el valor poblacional del indice, incrementandolo o reduciéndolo
dependiendo de la combinacién entre la direccién del sesgo y el estado de
centrado del proceso. Los resultados provistos por Mittag incluyen la evaluacion
cuantitativa de los cambios inducidos por el error de medicién y proporciona
graficos tridimensionales que muestran la distorsion ocasionada por diferentes
magnitudes del error de medicién como funcion de la capacidad real del proceso.

Para el caso de errores de medicion aleatorios, si se asume para ellos un modelo
normal de media cero y variancia constante, cuya ocurrencia es independiente
de la variable aleatoria analizada, la variable observable resulta x*~N(of = o + 62
Dado que o7 > 02, es posible deducir que el error de medicién estocastico
produce siempre una subestimacion de los indices de capacidad. En efecto,
la distorsion ocasionada medida en funcién de lo que se denomina “grado de
contaminacién”,t = o./0, evidencia que los cocientes entre el valor observado
del indice y el valor real del mismo, son funciones decrecientes de T . Esto es,
los indices subvaloran la capacidad real del proceso, siendo la magnitud de la
subvaloracion mayor a medida que la magnitud del error de medicion crece.

Los resultados provistos por Mittag (1997), aunque de gran relevancia ya que
enfatizan que la bondad del analisis de capacidad puede verse significativamente
afectado por la precision del sistema de medicidon que se utilice para generar
las mediciones, consideraron solo el efecto de los errores de medicion sobre
el comportamiento poblacional de los indices, sin tener en cuenta que en la
practica los indices seran obtenidos a partir de datos muestrales y que por ello,
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debe tenerse en cuenta también el efecto del error de muestreo. No obstante, su
trabajo constituyo el punto de inicio para las investigaciones en esta linea, y s6lo
algunos afos después de su publicacion, los autores Bordignon y Scagliarini
(2002) publicaron los resultados obtenidos al considerar el efecto de los errores
de medicion de tipo aleatorios sobre las propiedades distribucionales de los
estimadores de los indices de capacidad Cp, y Cp.

Se ha mostrado anteriormente que los estimadores usuales de los indices de
capacidad son sesgados, aunque asintéticamente insesgados. Los resultados
provistos por estos autores muestran que la presencia de errores de medicion
introduce un sesgo adicional en el estimador, que no desaparece al aumentar
el tamano de la muestra y con un efecto contrario al producido por el error de
muestreo. De esta manera, la combinacion de ambos efectos puede ocasionar
que el sesgo del estimador asuma valores tanto positivos como negativos, e
incluso pueden presentarse situaciones en las que los efectos de ambos sesgos
se compensen de manera exacta de modo que el sesgo total resulta nulo. Sin
embargo, a medida que el tamafio muestral aumenta, el efecto del error de
medicion prevalece y el estimador subestima al indice real.

En lo que respecta a la variancia del estimador, los autores demuestran que la
variancia del indice estimado a partir de mediciones con error es siempre menor
que la del indice estimado a partir de mediciones precisas. Al combinar este
resultado con los obtenidos respecto del sesgo, los autores mostraron que para
tamafios de muestra pequenos a moderados, el error cuadratico medio (ECM)
del estimador es menor cuando existen errores de medicion, pero éste tiende
a ser mayor a medida que el tamafio de muestra aumenta. Mas aun, cuando
el tamafio muestral aumenta, el ECM del estimador bajo errores de medicion
converge a una cantidad finita positiva, mientras que el ECM del estimador sin
errores de medicién converge a cero.

5. Efecto del error de medicion constante o sistematico sobre el
estimador de C,,

La consideracion de como influye la presencia de errores sistematicos sobre los
indices Cpk, no ha sido tratada en la literatura. Sobre este aspecto se avanza
en este trabajo, estudiando dicha influencia sobre una de las propiedades
distribucionales del estimador del indice Cyk, el sesgo relativo.

Sea {xf.j = 1,2,..,n}una muestra de tamafio n para la variable X¢ = X + ¢
observada utilizando un sistema de medicion con error sistematico. El estimador
de Gy, a partir de dicha muestra resulta:

A 1 _ . _ 1 _
donde 6& = —¥7,(xf —-x9)2=6%y x¢= ;Z?zlx? =x+c.
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Con el objetivo de estudiar el sesgo relativo de este estimador fue necesario en
principio obtener su valor esperado, para lo cual se reescribe (14):

po e Emml_ . X —ml (15)
pk = 36, P 36
De (7) se tiene que E(ép) = iCp, entonces:
. 1 1 |x€ — m]|
e — — —_—— —
B(G50 = 5035 () 16

f . . . — 1
Bajo el supuesto de normalidad de la variable en estudio, [x® —m| y > son

independientes, y £(3) = bf%, (De Castro, 2015). Reemplazando en (16) se tiene
que:

\ 1 1
E(CS) = E(Cp i Ca m|)> (17)

resultando entonces necesario calcular E(|x¢ —m|). Siendo x¢ = x + ¢, y por
definicién de esperanza:

E(Ife—m|)=E(If+c—mI)=f ly +c—mlfx(y)dy =
- (18)

- j 4 c—m)fx)dy + j O +c—m)fz()dy

m-—c

Sumando y restando el término (t+enla integral involucrada en la expresion
y resolviendo la misma se obtiene:

o+ c-wrzmay = [0 - sy + [+ e -mifzoay =

__i y—u _ y—u
= \/qu(a/vﬁ) t e m)q’(a/ﬁ)

(19)

siendo CD() la funcidon de distribucion acumulada de la distribucién normal
estandar, y ¢ (x) su densidad.

Retomando el calculo en la expresion (18) se tiene que:
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m-—c

. _ _i y—U _ y—u
£0e - = -[- o (272) v e-mo ()|
y—u

o y-u\||"

" [_ﬁ‘l’ <a/vﬁ> thte-me (wﬁ)
20 [~ -m)) (e —m)
_Jﬁd’( i ) w ””(“’( i ) )

Finalmente, reemplazando E(|x* —m|)en la expresién (17) y trabajando
algebraicamente, se obtiene la expresion de la E(Cg,), siendo la misma:

+

(20)

d

. 1 2
ST ol EW LIS | B

donde A=l H =p—m
Con este resultado es posible entonces calcular el sesgo relativo del estimador

Ae .
Cok » €l cual resulta:

%{g_ RS ch(—mc)]} 22)

3
Ae —
SR(Cg) = Cor 1

A partir de esta expresion es posible observar que el sesgo relativo proviene
de dos fuentes, el error muestral y el error de medicién. La Figura 3 muestra
el comportamiento del sesgo relativo en funcién tanto del tamafio de muestra
n como de la magnitud del error de medicion ¢, para un proceso hipotético
centrado (H=0) y otro no centrado (H=1), ambos con ¢=1y d=3. Los valores de la
constante c se consideraron menores o iguales a dos en valor absoluto, de modo
que en el caso mas extremo el efecto combinado del descentrado del proceso y
el error de medicidén genere una media observada que siga estando contenida
dentro de los limites de especificacion. Valores mayores de esta constante
generarian procesos con un exagerado mal desempefio, poco probables en la
practica industrial. Este rango de variacion representa una variacion porcentual
de a lo sumo un 67% de la semi-amplitud de tolerancia.

Para valores fijos del error de medicion c, el sesgo relativo asintético es:

1d 1(d |u—m+ cl}
lim SR(Cgy) = 3l _AC}—1—3{"_ g -1 -
pk Cok [

de modo que el estimador resulta asintéticamente sesgado.
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Figura 3: Sesgo relativo del estimador C,; en funcion del tamaiio de
muestra (n) y del error de medicién (c), para: (a) un porceso centrado
(H=0) y (b) un proceso no centrado (H=1).

(@H=0 (H=1

R
i
TR,

o
Pl

[‘:k)

SR(

100 -2

Para valores fijos del tamafio muestral n, si se analizan las expresiones del
valor esperado de (5 en (21) y de Cpr en (11) se observa que ambas tienen la
misma estructura, reemplazando en este caso a 4 por A . De esto se deduce que
bajo ciertas situaciones, existe una correspondencia entre las curvas de sesgo
relativo para diferentes procesos, siempre que el error de medicion sea tal que
A resulte igual a A . Por ejemplo, sean dos procesos, uno con parametros u, y
oy el otro con parametros u, y 0. Si ambos estan evaluados bajo las mismas
especificaciones, de modo que los valores d y m coinciden en ambos casos,
entonces la presencia de error de medicion sistematico en uno de ellos llevara
a curvas de sesgo relativo idénticas para ambos procesos toda vez que la
magnitud del error sea tal que Ikz +c—ml=lus —ml Esto significa que la curva de
sesgo relativo para el estimador calculado en una situacién en la que existe error
de medicién sistematico, es equivalente a la que se obtiene en otra situacién con
datos libres de error de medicién, es decir, tendra la apariencia de las curvas
mostradas en la Figura 2.

Para un proceso particular dado, dependiendo de cémo se combinen los valores
de cy de H, el valor esperado de C"ﬁk puede ser tanto mayor como menor que el
de Cpk y por ende, lo mismo sucedera con los correspondientes sesgos relativos,
cuyas curvas se trasladaran en el plano hacia arriba o hacia abajo en funcion de
ello. Las Figuras 4 y 5 muestran algunas de las posibles situaciones en procesos
hipotéticos (d=3, 0=1).

La Figura 4 muestra el comportamiento del sesgo relativo de C{fk en procesos
centrados (H=0) para diferentes magnitudes del error de medicion c. Se observa
que el sesgo es positivo sélo para valores de n muy pequefios, combinados con
valores del error de medicion muy pequefios, mientras que el comportamiento
general muestra que el sesgo es negativo y que el mismo aumenta en valor
absoluto conforme lo hace la magnitud del error. Como referencia se muestra la
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curva correspondiente a c=0, es decir, el sesgo relativo para un proceso centrado
sin error de medicion.

Por otro lado, en la Figura 5 se muestra el comportamiento del sesgo relativo para
el caso de procesos no centrados, distinguiendo las situaciones de corrimientos
a la derecha (H>0) o a la izquierda (H<0) del valor objetivo, considerando un
valor arbitrario de corrimiento de /H/=1.

Las curvas graficadas muestran el comportamiento descrito anteriormente,
dependiendo de cémo resulte la combinacién de valores de H y de c el sesgo
relativo aumenta o disminuye su valor en un sentido o en otro, comparado con la
situacion en la que no existe error de medicion.

Figura 4: Comportamiento del sesgo relativo para procesos
centrados en funcién del tamaifo muestral (n), para valores fijos del
error de medicién (c).
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Figura 5: Comportamiento del sesgo relativo para procesos no
centrados en funcién del tamafno muestral (n), para valores fijos del
error de medicién (c).
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En resumen, dependiendo de las caracteristicas del proceso en particular que se
esté estudiando, la presencia de error de medicion sistematico puede ocasionar
distorsiones en cualquier sentido. Al igual que se ha visto en los antecedentes
comentados, incluso, habra un punto intermedio en el que las diferentes fuentes
de error se compensen llevando a sesgos nulos. En efecto, si se grafican las
curvas de sesgo relativo para valores fijos de n, en funciéon de la magnitud
del error de medicion (Figuras 6 y 7), se observa que en cada caso existen
combinaciones de valores de n'y de c para los que el sesgo relativo resulta nulo.

Figura 6: Comportamiento del sesgo relativo para procesos
centrados (H=0) en funcién del error de medicion (c), para tamainos
de muestra (n) fijos.
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Figura 7: Comportamiento del sesgo relativo para procesos no
centrados ((a) H=1, (b) H=-1) en funcion del error de medicion (c),
para tamanos de muestra (n) fijos.
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6. Discusion y conclusiones

Analizar la capacidad de los procesos para satisfacer estandares de calidad
prefijados es una de las etapas fundamentales involucradas en las estrategias
de mejora continua de la calidad, que permiten a las empresas y organizaciones
actuales competir en el mercado global, garantizando su rentabilidad a largo
plazo. Los indices de capacidad son medidas desarrolladas con este propdsito
particular: comparar el comportamiento del proceso con las especificaciones
impuestas al mismo. Para su implementacion, al igual que con cualquier método
de analisis estadistico, es requisito fundamental disponer de informacién
cuantitativa sobre los procesos, en general obtenida realizando mediciones
sobre los productos o servicios resultantes del proceso. Por ende, el éxito en
el uso de la estadistica como metodologia de analisis de la informacién para
la toma de decisiones y la mejora de la calidad, esta intrinsecamente ligado
a la calidad de dichas mediciones. El interrogante que surge de inmediato es
cual es el efecto que causaria sobre los resultados de los métodos estadisticos
utilizados, la posible existencia de errores de medicion en los datos.

En este trabajo se ha abordado este interrogante para el caso particular del
analisis de capacidad de procesos. Se estudiaron los antecedentes existentes
en cuanto al analisis de los efectos que la presencia de errores de medicion
causa sobre las propiedades de dos de los indices de capacidad mas utilizados
y difundidos, el indice Cpy el indice Cpy y se abordd también el estudio de una
situacion particular no tratada adn en la literatura.

Cuando no existen errores de medida, los estimadores ép y épk son ambos
sesgados, aunque para ambos indices tanto el sesgo como la variancia tienden
a cero a medida que n crece, por lo que ambos estimadores son asintdéticamente
insesgados y consistentes en media cuadratica.

Sélo existen antecedentes en el estudio del efecto de la presencia de errores
de medicion sobre estas propiedades distribucionales para el caso de errores
de medicién aleatorios, cuyos resultados muestran que los estimadores de
ambos indices son también sesgados, aunque no asintéticamente insesgados.
Si bien existen valores “umbrales” para el grado de contaminacion producido
por el error de medida, para los que los sesgos de los estimadores con y sin
error coinciden, a medida que el grado de contaminaciéon aumenta el efecto
del error de medicion tiende a predominar aumentando la magnitud del sesgo.
Similares conclusiones se obtuvieron para el error cuadratico medio, para el que
se encontraron situaciones muy puntuales en las que es posible que el EMC de
los estimadores con errores de medida sea menor que el de los estimadores sin
error, aunque en general, y para tamafos de muestra de moderados a grandes,
el primero tiende a ser definitivamente mas grande.

En lo que respecta a la influencia del error de tipo sistematico en las propiedades
distribucionales del estimador C,, en este trabajo se abordo el estudio de su
sesgo relativo. Las conclusiones halladas indican que el estimador basado en
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datos con error constante, es sesgado, mas aun, asintéticamente sesgado.
Para procesos centrados el sesgo es en general negativo (es positivo sélo para
tamafios de muestra muy pequefnos), y su magnitud aumenta con la magnitud
del error. Para procesos no centrados, dado que la naturaleza de este tipo de
error genera un corrimiento en la media del proceso, dependiendo de como
se combinen los valores del error de medicion y del descentrado del proceso,
el estimador basado en datos con error de medicion puede ser mas o menos
sesgado que el basado en datos libres de error y los sesgos pueden ser tanto
positivos como negativos. Asimismo, se generan situaciones “de corte” en las
que ambos efectos se cancelan, resultando sesgo nulo.

Para finalizar, es importante destacar que en todas las situaciones analizadas
la presencia de errores de medida en los datos causa serias distorsiones en
el comportamiento de los indices, afectando la habilidad de las medidas para
reflejar correctamente la capacidad real de los procesos. Mas aun, dado que
las distorsiones pueden darse en cualquier sentido, el valor que se obtiene
del indice podria estar tanto sub como sobre estimando la capacidad real del
proceso, sefialando falta de capacidad cuando el proceso es en realidad capaz,
o bien no detectando problemas para cumplir las especificaciones cuando en
realidad existen. Es claro que la toma de decisiones y la definicion de acciones
de mejora basadas en esta informacion podrian llegar a ser completamente
perjudicial para el proceso.

Aun cuando en la practica los indices de capacidad sean utilizados con otras
mediciones o indicadores que pueden advertir sobre la existencia de una falla
en alguno de los sistemas de medicidn, es importante descubrir cual es el efecto
que estos errores de medicion podrian provocar en el contexto de estudiar o
determinar la capacidad de los procesos. El estudio presentado hace resaltar la
importancia de asegurar, antes de evaluar cualquier accion de mejora, la calidad
de los propios sistemas de medicidon que daran origen a la informacion que se
analizara.
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